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PRINCIPE LOCAL-GLOBAL POUR LES ZE´RO-CYCLES SUR
CERTAINES FIBRATIONS AU-DESSUS DE L’ESPACE
PROJECTIF
YONGQI LIANG
Re´sume´. On e´tudie le principe local-global pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur certaines
varie´te´s de´finies sur les corps de nombres et fibre´es au-dessus de l’espace projectif.
Parmi d’autres applications, on comple`te la preuve de l’assertion : l’obstruction de
Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse et a` l’approximation faible pour les ze´ro-
cycles de degre´ 1 sur les fibre´s au-dessus de l’espace projectif en varie´te´s de Severi-Brauer
ou en surfaces de Chaˆtelet.
LOCAL-GLOBAL PRINCIPLE FOR ZERO-CYCLES ON CERTAIN FIBRATIONS
OVER THE PROJECTIVE SPACE
Abstract. We study the local-global principle for zero-cycles of degree 1 on certain
varieties defined over number fields and fibered over the projective space.
Among other applications, we complete the proof of the statement : the Brauer-Manin
obstruction is the only obstruction to the Hasse principle and weak approximation for
zero-cycles of degree 1 on Severi-Brauer variety bundles or Chaˆtelet-surface bundles over
the projective space.
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Introduction
Soit X une varie´te´ projective lisse ge´ome´triquement inte`gre sur un corps de
nombres k. Le principe de Hasse et l’approximation faible pour les points ra-
tionnels sur une telle varie´te´ ont e´te´ conside´re´s depuis longtemps. L’obstruction
de Brauer-Manin au principe de Hasse (resp. a` l’approximation faible) pour les
points rationnels a e´te´ introduite par Yu. I. Manin dans son expose´ [28] (resp. par
Colliot-The´le`ne/Sansuc dans [9]). Paralle`lement, pour les ze´ro-cycles, l’obstruction
de Brauer-Manin est e´galement de´finie dans l’article de Colliot-The´le`ne [3]. On se
demande si l’obstruction de Brauer-Manin est la seule obstruction au principe de
Hasse (resp. a` l’approximation faible) pour les ze´ro-cycles de degre´ 1, voir [5] pour
quelques conjectures explicites par Colliot-The´le`ne. Mentionnons deux aspects des
re´sultats directement lie´s a` ce travail.
- Des re´sultats sur l’obstruction de Brauer-Manin pour les ze´ro-cycles ont e´te´
obtenus par Colliot-The´le`ne, Eriksson, Saito, et Scharaschkin, dans [31], [5],
[14], pour une courbe ; et par Colliot-The´le`ne, Frossard, Salberger, Skorobo-
gatov, Swinnerton-Dyer, van Hamel, Wittenberg, et l’auteur, dans [32], [11],
[10], [6], [15], [35], [36], [27], pour certaines fibrations au-dessus d’une courbe,
voir l’introduction de [27] pour plus d’informations.
- D’autre part, autour du proble`me paralle`le de l’obstruction de Brauer-Manin
pour les points rationnels sur une fibration a` fibres ge´ome´triquement inte`gres
au-dessus de Pn, les meilleurs re´sultats ge´ne´raux sont dus a` Harari dans sa
se´rie d’articles [20], [21], et [22]. Il impose une hypothe`se arithme´tique moins
forte sur les fibres, a` savoir que l’obstruction de Brauer-Manin est la seule sur
les fibres d’un sous-ensemble hilbertien. Dans [37], la meˆme question pour les
fibrations en varie´te´s de Severi-Brauer au-dessus de Pn, ou` des fibres ge´ome´tri-
quement non inte`gres sont permises, est discute´e par Wittenberg en admettant
l’hypothe`se de Schinzel.
Le but de ce travail est d’e´tablir l’assertion que « l’obstruction de Brauer-Manin
est la seule au principe de Hasse/a` l’approximation faible pour les ze´ro-cycles de
degre´ 1 » pour certaines fibrations au-dessus de Pn. Les re´sultats principaux sont
les suivants, ou` Xη¯ = Xη ×k(Pn) k(Pn) est la fibre ge´ne´rique ge´ome´trique.
The´ore`me A (The´ore`mes 2.5, 3.1). Soit k un corps de nombres. Soit X → Pn un
k-morphisme dominant a` fibre ge´ne´rique ge´ome´triquement inte`gre tel que Br(Xη¯)
soit fini et Pic(Xη¯) soit sans torsion.
Supposons que
- toutes les fibres sont ge´ome´triquement inte`gres,
- pour tout point ferme´ θ dans un certain ouvert non vide de Pn, l’obstruction de
Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse/a` l’approximation faible pour les
points rationnels (ou pour les ze´ro-cycles de degre´ 1) sur la fibre Xθ.
Alors, l’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse/a` l’ap-
proximation faible pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X.
The´ore`me B (The´ore`mes 2.6, 3.3). Soit k un corps de nombres. Soit X → Pn un
k-morphisme dominant a` fibre ge´ne´rique ge´ome´triquement inte`gre tel que Br(Xη¯)
soit fini et Pic(Xη¯) soit sans torsion.
Supposons que
- la fibre ge´ne´rique Xη/k(Pn) admet un ze´ro-cycle de degre´ 1,
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- pour tout point ferme´ θ dans un certain ouvert non vide de Pn, l’obstruction
de Brauer-Manin est la seule a` l’approximation faible pour les ze´ro-cycles de degre´
1 sur la fibre Xθ.
Alors, l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a` l’approximation faible pour
les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X.
The´ore`me C (The´ore`me 3.5). Soit k un corps de nombres. Soit X → Pn un k-
morphisme dominant a` fibre ge´ne´rique ge´ome´triquement inte`gre tel que Br(Xη¯) soit
fini et Pic(Xη¯) soit sans torsion.
Supposons que les conditions suivantes soient satisfaites :
- (Abe´lienne-Scinde´e) pour tout point θ ∈ Pn de codimension 1, il existe une
composante irre´ductible Y de la fibre Xθ de multiplicite´ 1 telle que la fermeture
alge´brique de k(θ) dans le corps de fonctions de Y est une extension abe´lienne de
k(θ),
- pour tout point ferme´ θ dans un certain ouvert non vide de Pn, la fibre Xθ
satisfait le principe de Hasse/l’approximation faible pour les points rationnels (ou
pour les ze´ro-cycles de degre´ 1).
Alors, l’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse/a` l’ap-
proximation faible pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X.
L’hypothe`se “Br(Xη¯) est fini et Pic(Xη¯) est sans torsion” est e´quivalente a` l’hy-
pothe`se“Hi(Xη¯,OXη¯ ) = 0 pour i = 1, 2 et NS(Xη¯) est sans torsion”, qui est ve´rifie´e
si Xη est suppose´e rationnellement connexe (Lemme 1.4).
Corollaire D (Corollaires 4.1, 4.2). L’obstruction de Brauer-Manin est la seule
au principe de Hasse/a` l’approximation forte pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur les
fibre´s au-dessus de l’espace projectif en varie´te´s de Severi-Brauer ou en surfaces de
Chaˆtelet.
Le the´ore`me A (resp. B) est la version pour les ze´ro-cycles des re´sultats de
Harari : [20, The´ore`me 4.2.1] et [22, The´ore`me 1] (resp. [20, The´ore`me 4.3.1]). Le
the´ore`me C est la version pour les ze´ro-cycles du the´ore`me 3.5 de Wittenberg [37]. Il
a remarque´ la validite´ du the´ore`me C sans en donner une preuve de´taille´e, ce travail
confirme sa remarque. On renvoie les lecteurs au texte ci-dessous pour les assertions
plus pre´cises. Cet article comporte une discussion de´taille´e autour l’arithme´tique
des ze´ro-cycles sur une fibration au-dessus de Pn. La me´thode pour les questions sur
les points rationnels ne s’e´tend pas directement pour re´soudre les questions sur les
ze´ro-cycles, meˆme si l’ide´e principale est similaire. Le the´ore`me A (avec n = 1) est
aussi le point de de´part des re´sultats qui relient l’arithme´tique des points rationnels
et l’arithme´tiques des ze´ro-cycles sur les varie´te´s rationnellement connexes, ceci sera
explique´ dans l’article de l’auteur [26].
Apre`s quelques rappels dans §1, on e´nonce et de´montre les the´ore`mes A et B
pour le cas n = 1 dans §2 ; ensuite on e´nonce les the´ore`mes ci-dessus sous forme
plus de´taille´e et on les de´montre dans §3 ; enfin on discute quelques applications
dans §4.
1. Notations et rappels
Dans tout ce travail, k est toujours un corps de nombres. On note Ωk l’ensemble
des places de k. Pour chaque place v ∈ Ωk, on note kv le corps local associe´.
L’expression « presque tout » signifie toujours « tout a` l’exception d’un nombre
fini ».
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Soit X une varie´te´ projective lisse et ge´ome´triquement inte`gre sur un corps k, le
compose´ de la corestriction et de l’application d’e´valuation de´finit un accouplement
〈·, ·〉k : Z0(X) × Br(X) → Br(k),
(
∑
P nPP , b ) 7→
∑
P nP coresk(P )/k(b(P )),
qui se factorise a` travers l’e´quivalence rationnelle, ou` Br(·) = H2e´t(·,Gm) est le
groupe de Brauer cohomologique. Lorsque k est un corps de nombres, on de´finit
l’accouplement de Brauer-Manin pour les ze´ro-cycles :
〈·, ·〉k :
∏
v∈Ωk
Z0(Xv) × Br(X) → Q/Z,
( {zv}v∈Ωk , b ) 7→
∑
v∈Ωk
invv(〈zv, b〉kv ),
ou` invv : Br(kv) →֒ Q/Z est l’invariant local en v. On peut de´finir, pour les
ze´ro-cycles de degre´ 1, l’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse, ou
a` l’approximation faible en un certain sens, cf. §1.1 ci-dessous et [5] pour plus
d’informations.
Soit X une varie´te´ inte`gre sur un corps k, un sous-ensemble Hil ⊂ X de points
ferme´s est un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ s’il existe un morphisme e´tale
fini Z
ρ
−→ U ⊂ X avec U un ouvert non vide de X et Z inte`gre tel que Hil soit
l’ensemble des points ferme´s θ de U pour lesquels ρ−1(θ) est connexe. Soit Hili
(i = 1, 2) un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´, on peut trouver un sous-ensemble
hilbertien ge´ne´ralise´ Hil ⊂ Hil1 ∩Hil2, cf. [27, §1.2]. On remarque un sous-ensemble
hilbertien ge´ne´ralise´ Hil est toujours non vide si k est un corps de nombres. En fait,
en restreignant U, on trouve un morphisme e´tale fini U → V ou` V est un ouvert non
vide de Pd avec d = dim(X). Son compose´ avec Z → U de´finit un sous-ensemble
hilbertien ge´ne´ralise´ Hil′ de Pd. Le the´ore`me d’irre´ductibilite´ de Hilbert dit que
Hil
′ ∩ Pd(k) 6= ∅, qui implique imme´diatement que Hil 6= ∅.
On fixe k¯v une cloˆture alge´brique de kv. E´tant donne´ P un point ferme´ de Xv =
X×k kv, on fixe un kv-plongement kv(P ) −→ k¯v, le point P est vu comme un point
kv(P )-rationnel de Xv. On dit qu’un point ferme´ Q de Xv est suffisamment proche
de P (par rapport a` un voisinage UP de P dans l’espace topologique Xv(kv(P ))), si
Q a corps re´siduel kv(Q) = kv(P ) et si l’on peut choisir un kv-plongement kv(Q) −→
k¯v tel que Q, vu comme un kv(Q)-point rationnel de Xv, soit contenu dans UP . En
e´tendant Z-line´airement, cela a un sens de dire que z′v ∈ Z0(Xv) est suffisamment
proche de zv ∈ Z0(Xv) (par rapport a` un syste`me de voisinages des points qui
apparaissent dans le support de zv). D’apre`s la continuite´ de l’accouplement de
Brauer-Manin, cf. [2, Lemma 6.2], pour un sous-ensemble fini B ⊂ Br(Xv), on a
〈z′v, b〉v = 〈zv, b〉v ∈ Br(kv) pour tout b ∈ B si z
′
v suffisamment proche de zv (par
rapport a` B).
1.1. Approximation pour les ze´ro-cycles. Soit X une varie´te´ projective lisse
et ge´ome´triquement inte`gre de dimension d sur un corps de nombres k. Pour une
place v ∈ Ωk, on pose Xv = X ×k kv. On conside`re, pour un entier m positif non
nul, la fle`che
CH0(Xv)→ CH0(Xv)/m.
On dit que l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a` l’approximation faible (resp.
forte) (au niveau du groupe de Chow) pour les ze´ro-cycles de degre´ δ sur X, si pour
tout entier positif non nul m, pour tout ensemble fini S ⊂ Ω (resp. pour S = Ω), et
pour toute famille {zv}v∈Ωk de ze´ro-cycles locaux de degre´ δ orthogonale au groupe
de Brauer Br(X), il existe un ze´ro-cycle global z sur X de degre´ δ tel que z et zv
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aient la meˆme image dans CH0(Xv)/m pour toute v ∈ S. Dans ce travail on omet
la phrase « au niveau du groupe de Chow » quand on parle d’approximation faible
pour les ze´ro-cycles.
1.2. Lemmes de de´placement. On dit qu’un ze´ro-cycle est se´parable s’il est e´crit
comme une combination finie Z-line´aire de points ferme´s sans multiplicite´. On va
appliquer plusieurs fois les lemmes de de´placement suivants.
Lemme 1.1. Soient X une varie´te´ inte`gre re´gulie`re sur un corps parfait infini k,
et U un ouvert non vide de X. Alors tout ze´ro-cycle z de X est rationnellement
e´quivalent, sur X, a` un ze´ro-cycle z′ a` support dans U.
De´monstration. On trouve une de´monstration de´taille´e dans [7] §3. 
Lemme 1.2. Soit π : X −→ P1 un morphisme non constant au-dessus de la droite
projective sur R, C ou sur un corps p-adique, avec X une varie´te´ lisse inte`gre.
Soient D un ensemble fini de points ferme´s de P1, X0 un ouvert de Zariski non
vide de X.
Alors, pour tout ze´ro-cycle z a` support dans X0, il existe un ze´ro-cycle se´parable
z′ a` support dans X0 tel que z
′ soit suffisamment proche de z et tel que π∗(z
′) soit
se´parable a` support en dehors de D. Les ze´ro-cycles π∗(z) et π∗(z
′) sont rationnel-
lement e´quivalents.
De´monstration. Essentiellement, ce re´sultat se de´duit du the´ore`me des fonctions
implicites. On trouve les arguments a` la page 19 de [10] et 89 de [11]. Les ze´ro-
cycles π∗(z) et π∗(z
′) sont automatiquement rationnellement e´quivalents sur P1 car
ils ont le meˆme degre´. 
1.3. Lemme d’irre´ductibilite´ de Hilbert pour les ze´ro-cycles. Le lemme
suivant est une version plus fine du lemme 3.4 de [27] applique´ a` P1. Il est en un
certain sens une version effective du the´ore`me d’irre´ductibilite´ de Hilbert pour les
ze´ro-cycles, c’est aussi la version pour les ze´ro-cycles du the´ore`me 1.3 de Ekedahl
[13].
Lemme 1.3. Soit k un corps de nombres. On fixe un k-point ∞ ∈ P1, et on note
A1 = P1 \ {∞}. Soit Hil un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ de A1. Soient S un
sous-ensemble fini non vide de Ωk et v0 une place non-archime´dienne hors de S.
Soit zv ∈ Z0(P1v) un ze´ro-cycle effectif se´parable de degre´ d > 0 supporte´ dans
A1 pour toute v ∈ S.
Alors il existe un point ferme´ θ de A1 de degre´ d, tel que
(1) θ ∈ Hil,
(2) θ soit entier en dehors de S ∪ {v0},
(3) θ soit suffisamment proche de zv pour toute v ∈ S.
De´monstration. Pour chaque v ∈ S, on peut e´crire zv − d∞ = div(fv) avec fv une
fonction rationnelle de P1v, autrement-dit fv est un polynoˆme a` coefficients dans kv
unitaire, de degre´ d. D’apre`s l’approximation forte pour un corps de nombres, il
existe un polynoˆme f a` coefficients dans k unitaire de degre´ d tel que
(i)f soit suffisamment proche de fv pour tout v ∈ S,
(ii)f soit a` coefficients entiers en dehors de S ∪ {v}.
On e´crit z′ − d∞ = div(f), graˆce au lemme de Krasner le ze´ro-cycle effectif z′
est suffisamment proche de zv pour v ∈ S, il est alors se´parable.
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Le polynoˆme f de´finit un k-morphisme fini F : P1 → P1 de degre´ d tel que
F ∗(∞) = d∞ et F ∗(0) = z′ Supposons que le sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´
Hil est de´fini par un morphisme quasi-fini Z → A1 avec Z une varie´te´ inte`gre. La
composition ϕ : Z → A1
F
→ A1 de´finit un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ Hil′ de
A1. En restreignant ϕ a` un certain ouvert non vide si ne´cessaire, on peut supposer
de plus que θ = F−1(θ′) ∈ Hil une fois qu’on a θ′ ∈ Hil′. D’apre`s le the´ore`me
d’irre´ductibilite´ de Hilbert (de version effective par Ekedahl [13, Theorem 1.3]), il
existe un θ′ ∈ Hil′ ∩ A1(k) suffisamment proche de 0 ∈ A1(kv) pour toute v ∈ S
et de plus θ′ est entier en dehors de S ∪ {v0}. On prend θ = F−1(θ′) ∈ Hil, il est
suffisamment proche de z′ et alors suffisamment proche de zv pour toute v ∈ S. De
plus le point θ ∈ A1 est de´fini par le polynoˆme f − θ′, il est alors entier en dehors
de S ∪ {v0}. 
1.4. Varie´te´s rationnellement connexes. On rappelle la notion de connexite´
rationnelle au sens de Kolla´r, Miyaoka et Mori [23, IV.3]. Une varie´te´ X de´finie sur
un corps k, quelconque de caracte´ristique nulle, est dite rationnellement connexe,
si pour toute paire des points P,Q ∈ X(L) il existe un L-morphisme f : P1L → XL
tel que f(0) = P et f(∞) = Q, ou` L est un certain corps alge´briquement clos non
de´nombrable et contenant k.
Le lemme suivant est connu depuis longtemps, on inclut une preuve ici pour
le confort du lecteur. Il nous permet de ve´rifier dans les the´ore`mes de cet article
l’hypothe`se que PicXη¯ est sans torsion et Br(Xη¯) est fini.
Lemme 1.4. Soit X une varie´te´ projective connexe et lisse sur un corps k alge´bri-
quement clos de caracte´ristique nulle. Si X est rationnellement connexe, alors son
groupe de Picard Pic(X) est sans torsion, et son groupe de Brauer Br(X) est fini.
De´monstration. La connexite´ rationnelle implique que Hi(X,OX) = 0(i = 1, 2) et
π1(X) = 0, cf. le corollaire 4.18 de [12] et sa preuve, ceci permet de conclure. On
donne une preuve alternative.
Comme X est rationnellement connexe, son groupe fondamental π1(X) est nul,
[12], Corollaire 4.18(b). Il existe une suite exacte
0→ (NS(X)tors)
∗ → πab1 (X)/nπ
ab
1 (X)→ (Pic
o(X)n)
∗ → 0
pour tout entier positif n suffisamment divisible, ou` −∗ est le dual de Pontryagin
Hom(−,Q/Z), cf. la preuve du corollaire III.4.19(b) de [29]. On trouve alors que
le groupe de Ne´ron-Severi NS(X) est sans torsion, et que Pico(X)n = 0 pour n
suffisamment divisible, le groupe de Picard Pic(X) est donc sans torsion.
Montrons la finitude de Br(X) avec une astuce du point ge´ne´rique propose´e
par Colliot-The´le`ne. On note η le point ge´ne´rique de X et K = k(η) le corps des
fonctions de X, on pose XK = X ×k K. On e´value l’image b
′ de b ∈ Br(X) dans
Br(XK) en le point η ∈ XK(K), on obtient un e´le´ment deBr(K) qui est exactement
l’image de b par l’inclusion naturelle Br(X) →֒ Br(K). D’un autre coˆte´, on e´value
b′ en un point P ∈ X(k) ⊂ X(K), on obtient 0 ∈ Br(K) car l’e´valuation se factorise
a` travers Br(k) = 0. Comme X est rationnellement connexe, la classe du ze´ro-cycle
η − PK ∈ CH0(XK) est annule´e par un certain nombre entier m 6= 0 d’apre`s la
proposition 11 de [7]. L’e´valuation de b′ en cette classe donne mb = 0 dans Br(K),
donc Br(X) est annule´ par m. Comme Br(X) est de type cofini, cf. pages 80-81 de
[19] , il est alors fini. 
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Soient k un corps de nombres et X → P1 un k-morphisme dominant a` fibre
ge´ne´rique rationnellement connexe. Pour une place v de k, comme l’application
CH0(Xv) → CH0(P1v) s’identifie a` l’application de degre´, la proposition suivante
est une conse´quence imme´diate du the´ore`me 5 de Kolla´r/Szabo´ [24]. Voir aussi le
corollaire 2.2 de [36] pour une ge´ne´ralisation par Wittenberg.
Proposition 1.5. Soit X → P1 une fibration au-dessus de la droite projective sur
un corps de nombres k. Si la fibre ge´ne´rique est rationnellement connexe, alors
(H CH0) l’application induite CH0(Xv) → CH0(P1v) est un isomorphisme pour
presque toute place v de k.
Graˆce a` cette proposition, on se rame`ne a` l’approximation faible quand on consi-
de`re l’approximation forte pour les ze´ro-cycles sur une fibration au-dessus de P1 a`
fibre ge´ne´rique rationnellement connexe.
1.5. Lemme formel. Pour le lemme formel suivant, on trouve la version originale
de Harari pour les points rationnels dans [20, Corollaire 2.6.1] et une version pour
les ze´ro-cycles dans [10, Lemma 4.5].
Lemme 1.6. Soit X une varie´te´ projective, lisse, et ge´ome´triquement inte`gre sur un
corps de nombres k. Soient U un ouvert non vide de X et {A1, . . . , An} ⊂ Br(U) ⊂
Br(k(X)). Soit r un nombre entier. On note B l’intersection dans Br(k(X)) du
sous-groupe Br(X) et du sous-groupe engendre´ par les Ai.
On suppose que pour chaque v ∈ Ωk, il existe un ze´ro-cycle zv sur Xv de degre´ r
supporte´ dans Uv tel que la famille {zv}v∈Ω est orthogonale a` B.
Alors, pour tout ensemble fini S de places de k, il existe un ensemble fini S′ de
places de k contenant S et pour chaque v ∈ S′ un ze´ro-cycle z′v sur Uv de degre´ r
tels que ∑
v∈S′
invv(〈Ai, z
′
v〉v) = 0
et de plus z′v = zv pour toute v ∈ S.
2. Fibrations au-dessus de P1
Dans cette section, on conside`re des fibrations X → P1, ou` dans tout ce texte le
mot « fibration » signifie un morphisme dominant a` fibre ge´ne´rique ge´ome´trique-
ment inte`gre. L’obstruction de Brauer-Manin pour les points rationnels est discute´e
dans une se´rie d’articles de Harari [20], [21], [22], au lieu de supposer que « beaucoup
de » fibres satisfont le principe de Hasse (resp. l’approximation faible) on suppose
seulement que l’obstruction de Brauer-Manin est la seule pour ces fibres. Dans cette
section, on de´veloppe une version concernant les ze´ro-cycles de degre´ 1 paralle`le aux
the´ore`mes de Harari. Dans l’article [20], deux situations ont e´te´ conside´re´es. Dans
le the´ore`me 4.2.1 de [20], on suppose que toutes les fibres sont ge´ome´triquement
inte`gres (sauf la fibre au-dessus de∞ ∈ P1(k)), le the´ore`me paralle`le 2.5 est montre´
dans §2.2. Dans le the´ore`me 4.3.1 de [20], on suppose qu’il existe un k(P1)-point
rationnel sur la fibre ge´ne´rique, pour les ze´ro-cycles on montre dans §2.3 le the´o-
re`me paralle`le 2.6, ou` on suppose qu’il existe un ze´ro-cycle de degre´ 1 sur la fibre
ge´ne´rique. D’abord, avant les the´ore`mes principaux de cette section, on donne des
re´sultats sur la spe´cialisation du groupe de Picard et du groupe de Brauer.
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2.1. Fle`ches de spe´cialisation. On conside`re une fibration X → Y avec X et Y
des varie´te´s propres lisses et ge´ome´triquement inte`gres, on note K = k(Y ) le corps
des fonctions, et η = Spec(K) le point ge´ne´rique de Y, et en plus Xη¯ = Xη×K K¯. Il
existe un ouvert dense Y0 de Y tel que pour tout point γ ∈ Y0 la fibre Xγ soit lisse et
ge´ome´triquement inte`gre. Il existe des fle`ches de spe´cialisation Pic(Xη¯)→ Pic(Xγ¯)
et Br(Xη¯)→ Br(Xγ¯), ou` Xγ¯ = Xγ ×k(γ) k(γ). Si l’on suppose de plus que Br(Xη¯)
est fini et Pic(Xη¯) est sans torsion, quitte a` restreindre Y0, ces deux fle`ches sont
des isomorphismes pour tout γ ∈ Y0, cf. [20, Proposition 3.4.2] et [21, Proposition
2.1.1]. Alors Br(Xγ¯) est fini et Pic(Xγ¯) est sans torsion pour tout γ ∈ Y0.
Afin de comparer les groupes de Brauer sur le corps de base, la notion d’un
sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ intervient. On conside`re une fibration X →
Y = P1. Pour un e´le´ment b de Br(K(Xη)) = Br(k(X)), il existe un ouvert non
vide X0 de X tel que b ∈ Br(X0). Pour presque tout point θ de P1, la fibre Xθ est
ge´ome´triquement inte`gre et son point ge´ne´rique η(Xθ) est dans X0, la spe´cialisation
de b au point η(Xθ) est alors un e´le´ment de Br(k(θ)(Xθ)). Lorsque Br(Xη)/Br(K)
est un groupe fini, ceci de´finit la fle`che de spe´cialisation :
spθ :
Br(Xη)
Br(K)
−→
Br(Xθ)
Br(k(θ))
,
pour presque tout point θ de P1, cf. [20, §3.3] pour plus d’informations.
Proposition 2.1 (Harari). Soit X −→ P1 une fibration sur un corps de nombres
k. On suppose que Br(Xη¯) est fini et que PicXη¯ est sans torsion.
Alors, il existe un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ Hil de P1 tel que pour tout
θ ∈ Hil, la fle`che de spe´cialisation
spθ :
Br(Xη)
Br(K)
−→
Br(Xθ)
Br(k(θ))
est un isomorphisme de groupes abe´liens finis.
De´monstration. Les preuves du the´ore`me 3.5.1 de [20] et du the´ore`me 2.3.1 de [21]
fonctionnent bien pour un point ferme´ θ au lieu d’un point k-rationnel. Dans le
the´ore`me 3.5.1 de [20], on suppose que Br(Xη¯) est nul, tandis que dans l’article
[21], le the´ore`me concerne´ est renforce´ avec l’hypothe`se que Br(Xη¯) est fini. 
Remarque 2.2. Si le groupe Br(Xη¯) n’est pas fini, la cohomologie H
2(Xη¯,OXη¯ ) est
non nulle, cf. [19, II. Cor.3.4]. A` cause de ceci, on ne peut pas comparer (via le
re´sultat de Grothendieck sur les faisceaux inversibles) les groupes de Picard de la
fibre ge´ne´rique ge´ome´trique et des fibres spe´ciales ge´ome´triques. Par conse´quent, on
ne peut pas controˆler la partie alge´brique des groupes de Brauer, meˆme si la partie
invariante par l’action galoisienne de Br(Xη¯) est finie.
Par exemple, si la fibre ge´ne´rique Xη est une surface K3, meˆme si le groupe
Br(Xη)/Br(K) est fini [34, Theorem 1.2], on ne sait pas si la fle`che spθ est surjective
pour un certain θ.
2.2. Cas ou` les fibres sont ge´ome´triquement inte`gres. On suppose que toutes
les fibres de la fibration conside´re´eX → P1 contiennent une composante irre´ductible
de multiplicite´ un qui est ge´ome´triquement inte`gre.
On suit la strate´gie de la preuve du the´ore`me 2 de Harari [22]. D’abord, on
montre la proposition cruciale suivante qui est paralle`le a` la proposition 1 de [22].
Ensuite, on de´duit le the´ore`me 2.5.
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Proposition 2.3. Soit π : X −→ P1 une fibration. On suppose que toute fibre
contient une composante irre´ductible de multiplicite´ un qui est ge´ome´triquement
inte`gre. On suppose que U est un ouvert non vide de X et Λ ⊂ Br(U) un sous-
ensemble fini d’e´le´ments de Br(k(X)). On fixe un k-point ∞ de V = π(U) tel
que la fibre X∞ soit lisse et ge´ome´triquement inte`gre, on note U0 = U \ X∞ et
V0 = V \ {∞}.
Alors, pour un entier positif d fixe´, il existe un ensemble fini S ⊂ Ωk, un ensemble
infini Σ ⊂ Ωk, et un ensemble fini E d’e´le´ments de Br(K) ∩ Br(U0) ⊂ Br(k(X))
tels que si S′ ⊃ S est un ensemble fini de places de k, il existe un nombre fini de
places v1, . . . , vl, v∞ hors de S
′ avec v∞ ∈ Σ et θi ∈ Z0(P1vi)(i ∈ {1, . . . , l} ∪ {∞})
ze´ro-cycles effectifs de degre´ d ayant la proprie´te´ suivante :
si θ est un point ferme´ de V0 ⊂ A1 = P1 \ {∞} de degre´ d, suffisamment proche
de chaque θi(i ∈ {1, . . . , l} ∪ {∞}) comme ze´ro-cycles locaux, entier en dehors de
S′ ∪ {v1, . . . , vl, v∞} ∪ Σ, et de plus si la fibre Xθ ∩ U0 posse`de des k(θ)w-points
lisses Mw pour toute w ∈ S′⊗k k(θ), ve´rifiant
∑
w∈S′⊗kk(θ)
invw(A(Mw)) = 0 pour
A ∈ Λ∪E, alors Xθ∩U0 posse`de des k(θ)w-points lissesMw pour w ∈ (Ω\S′)⊗kk(θ)
ve´rifiant ∑
w∈Ωk(θ)
invw(A(Mw)) = 0 pour A ∈ Λ ∪ E.
Remarque 2.4. Dans cette proposition, les meˆmes S, E, et Σ fonctionnent pour tout
entier positif d, meˆme si l’on va fixer un entier positif d avant l’application de cette
proposition dans la preuve du the´ore`me 2.5.
De´monstration. On note Z = X \ U = Z1 ∪ Z2 ou` les composantes irre´ductibles
du ferme´ Z1 dominent P
1 tandis que Z2 est contenu dans la re´union d’un en-
semble fini de fibres Xmi(1 6 i 6 l) et on peut supposer que Z2 =
⊔l
i=1Xmi .
En restreignant U si ne´cessaire, on peut supposer que pour tout θ ∈ P1 dif-
fe´rent de chaque mi, la fibre Xθ est lisse et ge´ome´triquement inte`gre. On sait
alors que le point ∞ ∈ P1 est diffe´rent de chaque mi(i ∈ {1, . . . , l}), on e´crit
A1 = P1 \ {∞} = Spec(k[T ]). Pour i ∈ {1, . . . , l}, on note Pi(T ) le polynoˆme irre´-
ductible unitaire de´finissant le point ferme´ mi ∈ A1, et ki = k(mi) = k[T ]/Pi(T )
le corps re´siduel de mi. La fibre Xmi a une composante irre´ductible de multi-
plicite´ un qui est ge´ome´triquement inte`gre, on fixe une telle composante X irrmi et
on note Ki son corps des fonctions. Le corps ki est alors alge´briquement ferme´
dans Ki. Pour A ∈ Br(k(X)), on note ∂A,i son image par l’application de re´sidu
Br(k(X)) −→ H1(Ki,Q/Z). Les e´le´ments ∂A,i(A ∈ Λ) engendrent un sous-groupe
fini abe´lien de la forme Gi = H
1(Gal(K ′i/Ki),Q/Z) ou` K
′
i est une extension finie
abe´lienne de Ki. On note k
′
i la fermeture inte´grale de ki dans K
′
i. On dispose du
sous-groupe G′i = H
1(Gal(Kik
′
i/Ki),Q/Z) ≃ H
1(Gal(k′i/ki),Q/Z) de Gi. On note
e´galement K∞ le corps des fonctions de la fibre X∞ et k∞ = k.
E´tape 1 : Construction de l’ensemble E et Σ.
On conside`re la suite exacte de Faddeev (cf. [17, Corollary 6.4.6])
0 −→ Br(k) −→ Br(k(T ))
∂θ−→
⊕
θ∈A1(1)
H1(k(θ),Q/Z) −→ 0
ou` A1(1) est l’ensemble des points ferme´s de A1. Pour i ∈ {1, . . . , l}, on de´finit un
sous-groupe
E′i = {β ∈ Br(k(T )); ∂θ(β) = 0 si θ 6= mi et ∂mi(β) ∈ G
′
i = H
1(Gal(k′i/ki),Q/Z)}.
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Le groupe E′i/Br(k) est alors fini, on prend un ensemble fini Ei ⊂ Br(k(T )) de
repre´sentants, et on note E =
⊔l
i=1Ei. Son image dans Br(k(X)) est contenue
dans Br(U0).
D’apre`s le the´ore`me de Tsen, le groupe Br(k¯(T )) est nul, il existe donc une
extension finie k′ de k telle que les restrictions des e´le´ments de E dans Br(k′(T ))
soient nulles. On de´finit Σ comme l’ensemble des places non-archime´diennes de k qui
sont totalement de´compose´es dans k′, c’est un ensemble infini d’apre`s le the´ore`me
de Cˇebotarev.
E´tape 2 : Extension aux mode`les entiers.
On peut trouver un mode`le entier U0 (resp. U , V0, V , X , Xmi , X∞, et Z1) de
U0 (resp. U, V0, V, X, X
irr
mi , X∞, et Z1) sur W1 = Spec(Ok,S1) avec l’ensemble fini
S1 contenant toutes les places archime´diennes et toutes les places ramifie´es dans
les extensions k′i/k. On peut trouver pour chaque i ∈ {1, . . . , l} un ouvert lisse Ui
de Xmi disjoint de Z1, tel que les e´le´ments de H
1(Gal(K ′i/Ki),Q/Z) soient dans
H1e´t(Ui,Q/Z). On trouve aussi U∞ un ouvert non vide de X∞ disjoint de Z1, tel
que les re´sidus ∂A,∞ des e´le´ments A ∈ Λ ∪ E ⊂ Br(k(X)) dans H1(K∞,Q/Z)
soient dans H1e´t(U∞,Q/Z). On note m˜i (resp. ∞˜) l’adhe´rence sche´matique de mi
(resp. ∞) dans P1W1 , quitte a` augmenter S1, ces ferme´s et l’ouvert V0 forment une
partition de P1W1 . On peut supposer e´galement, quitte a` augmenter S1, que
– X , X∞, et Ui sont lisses sur W1,
– X et Z1 sont plats sur P
1
W1
,
– Xmi et toutes les composantes irre´ductibles de Xmi \ Ui (resp. X∞ \ U∞) sont
plates sur m˜i (resp. ∞˜),
– toutes les fibres de U0 → V0, de Ui → m˜i, et de X∞ → ∞˜ sont ge´ome´triquement
inte`gres,
– les re´ductions modulo v /∈ S1 des fibres Xmi et X∞ sont deux a` deux disjointes,
avec en plus Xmi ∩ U0 = ∅ et X∞ ∩ U0 = ∅,
– les e´le´ments de Λ ∪ E ⊂ Br(U0) s’e´tendent en des e´le´ment de Br(U0),
– le polynoˆme Pi(T ) est a` coefficients dans Ok,S1 , et que sa re´duction modulo
v /∈ S1 est un polynoˆme se´parable.
On peut aussi supposer qu’il existe un reveˆtement e´tale fini galoisien (connexe)
Yi de Ui de groupe Gal(K
′
i/Ki), qui se factorise par un reveˆtement e´tale fini galoi-
sien Yi −→ Y ′i de groupe Gal(K
′
i/Kik
′
i). La fibre ge´ne´rique de Yi est une varie´te´
ge´ome´triquement inte`gre sur k′i.
Le the´ore`me de Cˇebotarev ge´ome´trique [13, Lemma 1.2] dit que, pour tout e´le´-
ment σ ∈ Gal(K ′i/Kik
′
i) et pour presque toute place v
′
i de k
′
i, le sche´ma Y
′
i posse`de
des k′i(v
′
i)-point Q(v
′
i) tels que le Frobenius en Q(v
′
i) soit σ, on peut supposer que
ceci vaut pour toute v′i ∈ Ωk′i \ S1 ⊗k k
′
i.
E´tape 3 : Construction de l’ensemble S.
Comme toute fibre contient une composante irre´ductible de multiplicite´ un qui
est ge´ome´triquement inte`gre, l’estimation de Lang-Weil (cf. [25], [27, Lemme 3.3])
applique´e a` une famille plate dit qu’il existe un ensemble fini S ⊃ S1 de places de
k (et on pose W = Spec(Ok,S)) contenant toutes les places archime´diennes tel que
- si θ ∈ V0 est un point ferme´ et si θ est un entier en une place wo ∈ Ωk(θ) \S⊗k
k(θ), alors X˜θ
wo
(la re´duction modulo wo de Xθ) posse`de un k(θ)(w
o)-point
hors de Z1.
PRINCIPE LOCAL-GLOBAL POUR LES ZE´RO-CYCLES 11
- si i ∈ {1, . . . , l} et si voi ∈ Ωki \ S ⊗k ki, alors U˜i
voi
(la re´duction modulo voi de
Ui) posse`de un ki(voi )-point.
- si vo∞ ∈ Ωk \ S, alors U˜∞
vo
∞
(la re´duction modulo vo∞ de U∞) posse`de un
k(vo∞)-point.
Maintenant, soit S′ ⊂ Ωk un ensemble fini contenant S.
E´tape 4 : Construction des vi et θi.
D’apre`s le the´ore`me de Cˇebotarev, on choisit des places vi(i ∈ {1, . . . , l}) deux
a` deux distinctes, hors de S′, et totalement de´compose´es dans k′i/k. Le polynoˆme
Pi(T ) = 0 a alors une racine simple dans k(vi) se relevant en un e´le´ment θ
(1)
i de
kvi = A
1(kvi) ve´rifiant vi(Pi(θ
(1)
i )) = 1. On fixe θ
(2)
i un point ferme´ de A
1
vi de
degre´ d − 1 diffe´rent de θ
(1)
i (sur un corps p-adique, il existe un nombre infini de
polynoˆmes irre´ductibles de degre´ fixe´, cf. [33], Proposition 17 et son corollaire). On
de´finit θi = θ
(1)
i + θ
(2)
i ∈ Z0(P
1
vi) un ze´ro-cycle local de degre´ d.
De plus on prend v∞ ∈ Σ\S distincte des vi ci-dessus. Enfin, on choisit θ
(1)
∞ ∈ k∗v∞
tel que v∞(1/θ∞) = 1 et construit θ∞ = θ
(1)
∞ + θ
(2)
∞ ∈ Z0(P1v∞) de degre´ d comme
pre´ce´demment.
Dans le reste de la preuve, on ve´rifiera que les donne´es qu’on a construites satis-
font l’assertion.
Soit θ ∈ V0 ⊂ A
1 un point ferme´ de degre´ d, on suppose qu’il est entier en
dehors de S′∪{v1, . . . , vl, v∞}∪Σ et qu’il est suffisamment proche de chaque θi(i ∈
{1, . . . , l} ∪ {∞}) comme ze´ro-cycles locaux.
E´tape 5 : Classification des places de k(θ).
Le point ferme´ θ est suffisamment proche de θi(i ∈ {1, . . . , l}), par de´finition il
existe donc une place w0i de k(θ) au-dessus de vi telle que les extensions k(θ)w0i /kvi
et k(θ)(w0i )/k(vi) soient triviales et l’image de θ ∈ k(θ) = A
1(k(θ)) dans k(θ)w0i
soit suffisamment proche de θ
(1)
i . Donc w
0
i (Pi(θ)) = vi(Pi(θ)) = vi(Pi(θ
(1)
i )) = 1, a
fortiori w0i (θ) > 0 car les coefficient de Pi sont vi-entiers. Le point θ est alors un
vi-entier pour i ∈ {1, . . . , l}. Comme v∞ ∈ Σ, le point θ est alors S
′ ∪ Σ-entier. De
meˆme, il existe une place w0∞ de k(θ) au-dessus de v∞ tel que w
0
∞(1/θ) = 1.
On conside`re la re´duction de θ ∈ V0 ⊂ P1 modulo une place w ∈ Ωk(θ)\S
′⊗kk(θ),
il y a trois possibilite´s :
(a) elle est dans V0, si w(Pi(θ)) = 0 (a fortiori w(θ) > 0), on note Ω0 l’ensemble
de ces places ;
(b) elle est dans l’un (unique) des m˜i, si w(Pi(θ)) > 0 (a fortiori w(θ) > 0), on
note Ωi l’ensemble de ces places, en particulier w
0
i ∈ Ωi;
(c) elle est dans ∞˜ si w(θ) < 0, on note Ω∞ l’ensemble de ces places, de plus on
a Ω∞ ⊂ Σ⊗k k(θ) car θ est un S′ ∪ Σ-entier.
Les ensemble Ω0,Ω1, . . . ,Ωl,Ω∞ forment une partition de Ωk(θ) \ S
′ ⊗k k(θ).
L’ensemble Ωi est fini pour i ∈ {1, . . . , l} ∪ {∞}.
E´tape 6 : Existence des points locaux de Xθ ∩ U0.
On se donne pour chaque w ∈ S′ ⊗k k(θ) un k(θ)w-point Mw de Xθ ∩ U0 avec
l’e´galite´ ∑
w∈S′⊗kk(θ)
invw(A(Mw)) = 0
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pour A ∈ Λ ∪ E.
D’apre`s la construction de S, dans les trois cas (a), (b), (c), le sche´ma X˜θ
w
posse`de
un k(θ)(w)-point M(w) qui se rele`ve par le lemme de Hensel en un k(θ)w-pointMw
de U0 ∩Xθ pour toute w ∈ Ωk(θ) \ S
′ ⊗k k(θ).
En ge´ne´ral, la famille {Mw}w∈Ωk(θ) n’est pas orthogonale a` A ∈ Λ ∪ E. Dans la
suite, on va modifier certains Mw pour obtenir l’orthogonalite´.
E´tape 7 : Calculs des A(Mw).
On veut e´valuer A(Mw) pour A ∈ Λ∪E ⊂ Br(U0) et w ∈ Ωk(θ) \S
′⊗k k(θ). Par
construction, le point Mw est dans U0 et sa re´duction M(w) est dans l’un (unique)
des Ui (i ∈ {0, 1, . . . , l} ∪ {∞}) selon w ∈ Ωi.
D’apre`s [20, Corollaire 2.4.3], on trouve
- invw(A(Mw)) = 0 si w ∈ Ω0;
- invw(A(Mw)) = w(Pi(θ)) · ∂A,i,M(w) = w(Pi(θ)) · ∂A,i(Fi,M(w)) si w ∈ Ωi(i ∈
{1, . . . , l}), ou` ∂A,i,M(w) est l’e´valuation de ∂A,i ∈ H
1
e´t(Ui,Q/Z) en le point
M(w) de Ui, et ou` Fi,M(w) ∈ Gal(Yi/Ui) est le Frobenius en M(w);
- invw(A(Mw)) = w(1/θ) · ∂A,∞,M(w) si w ∈ Ω∞, ou` ∂A,∞,M(w) est l’e´valuation
de ∂A,∞ ∈ H1e´t(U∞,Q/Z) en le point M(w) de U∞.
E´tape 8 : Calculs pour w ∈ Ω∞.
Si A ∈ Λ ⊂ Br(U), comme le point ∞ ∈ π(U), le re´sidu ∂A,∞ est nul dans
H1(K∞,Q/Z). Si A ∈ E, il provient d’un e´le´ment de Br(k(T )) qui devient nul
dans Br(k′(T )) par construction. De plus, la restriction v d’une place w ∈ Ω∞ au
corps k appartient dans Σ, d’ou` k(θ)w est une extension de kv = k
′
v′ pour toute
place v′ de k′ au-dessus de v, donc A est nul dans Br(k(θ)w(T )). En tout cas, on
a invw(A(Mw)) = 0 pour w ∈ Ω∞ et A ∈ Λ ∪ E.
E´tape 9 : Une observation pour w ∈ Ωi(i ∈ {1, . . . , l}).
A priori, l’e´le´ment
∑
w∈Ωi
w(Pi(θ))·Fi,M(w) se trouve dans le groupeGal(K
′
i/Ki),
on va montrer que cet e´le´ment est dans le sous-groupe Gal(K ′i/Kik
′
i).
Soit ρi un e´le´ment quelconque du groupe G
′
i = H
1(Gal(Kik
′
i/Ki),Q/Z) ⊂ Gi, il
existe alors un e´le´ment Ai de E ⊂ Br(k(T )) dont le seul re´sidu possiblement non
nul est en mi et vaut ρi. Dans ce cas, on a invw(Ai(Mw)) = 0 pour toute w ∈ Ωj
si 1 6 j 6 l et j 6= i. D’autre part, comme la spe´cialisation de Ai ∈ Br(k(X)) en
Xθ provient de Br(k(θ)), on trouve l’e´galite´∑
w∈Ωk(θ)
invw(Ai(Mw)) = 0.
On obtient alors ∑
w∈Ωi
invw(Ai(Mw)) = 0,
autrement dit, ∑
w∈Ωi
ρi
(
w(Pi(θ)) · Fi,M(w)
)
= 0.
Donc l’e´le´ment
∑
w∈Ωi
w(Pi(θ))·Fi,M(w) se trouve dans le sous-groupeGal(K
′
i/Kik
′
i).
E´tape 10 : Modification des Mw pour w ∈ Ωi(i ∈ {1, . . . , l}).
On rappelle qu’il existe une place w0i ∈ Ωi au-dessus de vi avec w
0
i (Pi(θ)) = 1,
de plus les extensions k(θ)w0i /kvi et k(θ)(w
0
i )/k(vi) sont triviales. Comme vi est
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totalement de´compose´e dans k′i, le Frobenius Fi,M(w0i ) se trouve dans le sous-groupe
Gal(K ′i/Kik
′
i).
D’apre`s le the´ore`me de Cˇebotarev ge´ome´trique [13, Lemma 1.2], il existe un
point M ′(w0i ) de Ui dont le Frobenius associe´ Fi,M ′(w0i ) est exactement l’e´le´ment
Fi,M(w0i ) −
∑
w∈Ωi
w(Pi(θ)) · Fi,M(w) ∈ Gal(K
′
i/Kik
′
i). On rele`ve ce point en un
k(θ)w0i -point M
′
w0i
de Xθ ∩ U0.
Pour chaque i ∈ {1, . . . , l}, on remplace Mw0i par M
′
w0i
et on garde Mw pour
w ∈ Ωi \ {w0i }. On ve´rifie alors que∑
w∈Ωi
invw(A(Mw)) = 0
pour A ∈ Λ ∪ E et i ∈ {1, . . . , l}, donc∑
w∈Ωk(θ)
invw(A(Mw)) = 0
pour tout A ∈ Λ ∪ E. Ceci termine la preuve. 
The´ore`me 2.5. Soit π : X −→ P1 une fibration. On suppose que toute fibre
contient une composante irre´ductible de multiplicite´ un qui est ge´ome´triquement
inte`gre. On suppose que Br(Xη¯) est fini et que PicXη¯ est sans torsion.
Supposons qu’il existe un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ Hil de P1 tel que
pour tout θ ∈ Hil, respectivement,
(i) l’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse est la seule pour les
points rationnels ou pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur Xθ;
(ii) l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a` l’approximation faible pour les
points rationnels ou pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur Xθ;
(iii) on suppose (ii), et de plus, (H CH0) l’application CH0(Xv) −→ CH0(P1v)
est un isomorphisme pour presque toute place v ∈ Ω, par exemple, la fibre ge´ne´rique
Xη est une k(P
1)-varie´te´ rationnellement connexe.
Alors, respectivement,
(i) l’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse pour les
ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X ;
(ii) l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a` l’approximation faible pour les
ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X ;
(iii) l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a` l’approximation forte pour les
ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X.
De´monstration. Soit Λ = {A1, . . . , Ar} ⊂ Br(k(X)) un ensemble fini qui engendre
le groupe Br(Xη)/Br(K). D’apre`s la proposition 2.1, il existe un sous-ensemble
hilbertien ge´ne´ralise´ Hil′ ⊂ Hil tel que pour tout point ferme´ θ ∈ Hil′, la fle`che de
spe´cialisation
spθ :
Br(Xη)
Br(K)
−→
Br(Xθ)
Br(k(θ))
soit un isomorphisme. Les e´le´ments Aθ = spθ(A)(A ∈ Λ) engendrent le groupe
Br(Xθ)/Br(k(θ)).
Soit U un ouvert de X tel que Λ ⊂ Br(U) et tel que les fibres Xθ qui rencontrent
U soient lisses et ge´ome´triquement inte`gres. On pose Z = X \ U = Z1 ∪ Z2 avec
Z2 =
⊔l
i=1Xmi comme dans la proposition 2.3. On fixe un k-point∞ de P
1 diffe´rent
de chaque mi(i ∈ {1, . . . , l}), tel que la fibre X∞ soit lisse et ge´ome´triquement
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inte`gre, on note U0 = U \X∞ et V0 = π(U0). On pose D = P1 \V0. En restreignant
Hil
′ si ne´cessaire, on peut supposer que D ∩ Hil′ = ∅.
Soit S un ensemble fini de places de k. La proposition 2.3 donne un ensemble
fini S1 de places de k contenant S, en ensemble infini Σ ⊂ Ωk, et un ensemble fini
E ⊂ Br(K) ∩ Br(U0) posse´dant la proprie´te´ de´crite dans 2.3. On choisit N0 un
point ferme´ de U0 et a un entier positif tel que les e´le´ments de Λ ∪ E soient tue´s
par a. On note n0 le degre´ du point N0.
On part d’une famille de ze´ro-cycles zv ∈ Z0(Xv) de degre´ 1 telle que∑
v∈Ω
invv(〈b, zv〉v) = 0 pour tout b ∈ Br(X).
On peut supposer que les zv sont a` support dans U0 par le lemme de de´placement
1.1. Le lemme formel (Lemme 1.6) dit qu’il existe un ensemble fini S2 de places de
k contenant S1 et z
′
v ∈ Z0(U0v)(v ∈ S2) de degre´ 1 avec z
′
v = zv(v ∈ S1) tels que∑
v∈S2
invv(〈A, z
′
v〉v) = 0 pour tout A ∈ Λ ∪E.
Pour v ∈ S2, on e´crit z′v = z
+
v − z
−
v ou` z
+
v et z
−
v sont des ze´ro-cycles effectifs a`
supports disjoints dans U0. On pose z
1
v = z
′
v + an0z
−
v = z
+
v + (an0 − 1)z
−
v , alors
deg(z1v) ≡ 1(mod an0), 〈A, z
′
v〉v = 〈A, z
1
v〉v pour tout A ∈ Λ ∪ E. On a aussi que
〈A, aN0〉v = 0 car les A ∈ Λ ∪ E sont tue´s par a. On ajoute un multiple positif
convenable de aN0 a` chaque z
1
v(v ∈ S2) et trouve un ze´ro-cycle z
2
v de meˆme degre´
d ≡ 1(mod an0) pour v ∈ S2. On a 〈A, z1v〉v = 〈A, z
2
v〉v pour A ∈ Λ ∪ E. Donc∑
v∈S2
invv(〈A, z
2
v〉v) = 0 pour tout A ∈ Λ ∪ E.
D’apre`s le lemme de de´placement 1.2, il existe, pour v ∈ S2, ze´ro-cycle effectif
z3v de degre´ d a` support dans U0 tel que π∗(z
3
v) soit se´parable et tel que z
3
v soit
suffisamment proche de z2v. D’ou`∑
v∈S2
invv(〈A, z
3
v〉v) = 0 pour tout A ∈ Λ ∪ E.
Avec l’entier d, la proposition 2.3 donne les places v1, . . . , vl, v∞ ∈ Ω \ S2 avec
v∞ ∈ Σ et le ze´ro-cycle θi ∈ Z0(P1vi)(i ∈ {1, . . . , l} ∪ {∞}) effectif satisfaisant la
proprie´te´ de´crite dans 2.3.
On prend v0 ∈ Σ\(S2∪{v1, . . . , vl}∪{v∞}) une place non-archime´dienne. D’apre`s
le lemme 1.3 applique´ a` S2 ∪ {v1, . . . , vl} ∪ {v∞} et v0, on trouve θ ∈ Hil
′ ⊂ V0 un
point ferme´ de degre´ d, tel que θ soit suffisamment proche de π∗(z
3
v)(v ∈ S2) et
suffisamment proche de θi(i ∈ {1, . . . , l} ∪ {∞}), de plus θ est entier en dehors de
S2∪{v0, v1, . . . , vl, v∞}. En particulier, le point θ ∈ V0 est un S2∪{v1, . . . , vl, v∞}∪
Σ-entier.
Comme θ ×P1 P
1
v =
⊔
w|v,w∈Ωk(θ)
Spec(k(θ)w) pour v ∈ Ω, l’image de θ dans
Z0(P
1
v) s’e´crit comme θv =
∑
w|v,w∈Ωk(θ)
Pw ou` Pw = Spec(k(θ)w) est un point
ferme´ de P1v de corps re´siduel k(θ)w. Pour v ∈ S2, θv est suffisamment proche de
π∗(z
3
v), ou` le ze´ro-cycle effectif se´parable π∗(z
3
v) est de la forme
∑
w|v,w∈Ωk(θ)
Qw
avec les Qw deux a` deux distincts. Alors k(θ)w = kv(Pw) = kv(Qw), Pw est suffi-
samment proche de Qw ∈ P1v(k(θ)w). D’ou` on sait que z
3
v =
∑
w|v,w∈Ωk(θ)
M0w avec
kv(M
0
w) = k(θ)w et M
0
w ∈ Xv(k(θ)w) se trouve dans la fibre au-dessus du point
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ferme´ Qw. Le the´ore`me des fonctions implicites implique qu’il existe un k(θ)w-point
lisse Mw de Xθ ∩ U0 suffisamment proche de M0w pour toute w ∈ S2 ⊗k k(θ).
On a donc, pour A ∈ Λ ∪E,
∑
w∈S2⊗kk(θ)
invw(A(Mw)) =
∑
w∈S2⊗kk(θ)
invw(A(M
0
w))
=
∑
v∈S2
∑
w|v
invw(A(M
0
w)) =
∑
v∈S2
∑
w|v
invv(coresk(θ)w/kv (A(M
0
w)))
=
∑
v∈S2
∑
w|v
invv(〈A,M
0
w〉v) =
∑
v∈S2
invv(〈A, z
3
v〉v) = 0
La proposition 2.3 donne des k(θ)w-points lisses Mw de Xθ ∩ U0 pour w ∈
Ωk(θ) \ S2 ⊗k k(θ) tels que∑
w∈Ωk(θ)
invw(A(Mw)) = 0 pour tout A ∈ Λ ∪ E.
Les points rationnels Mw ∈ (Xθ ∩ U0)(k(θ)w) de´finissent une famille de ze´ro-
cycles de degre´ 1 de Xθ vue comme une k(θ)-varie´te´. On a∑
w∈Ωk(θ)
invw(〈Aθ,Mw〉w) =
∑
w∈Ωk(θ)
invw(A(Mw)) = 0 pour tout A ∈ Λ ∪ E.
Comme θ ∈ Hil′, les Aθ engendrent le groupe Br(Xθ)/Br(k(θ)), on trouve
{Mw}w∈Ωk(θ)⊥Br(Xθ). Comme θ ∈ Hil, la fibre Xθ satisfait l’hypothe`se (i) (resp.
(ii),(iii)), il existe alors un ze´ro-cycle global z′ ∈ Z0(Xθ) de degre´ 1 (sur k(θ)), donc
z′ ∈ Z0(X) est de degre´ d ≡ 1(mod an0), alors z = z′−
d−1
n0
N0 est un ze´ro-cycle glo-
bal de degre´ 1 surX. Pour montrer l’approximation faible/forte pour les ze´ro-cycles,
on fixe m un entier positif au tout de´but. De plus, on peut choisir a un multiple
de m. On prend S le sous-ensemble fini conside´re´ pour l’approximation (resp. un
sous-ensemble fini qui contient toutes les places telles que CH0(Xv) −→ CH0(P1v)
ne soit pas injective). Ensuite on fait fonctionner l’argument ci-dessus, a` l’aide du
lemme 1.8 de Wittenberg [36], on obtient un ze´ro-cycle global z = zm ayant la
meˆme image que zv dans CH0(Xv)/m pour v ∈ S. 
2.3. Cas ou` la fibre ge´ne´rique admet un ze´ro-cycle de degre´ 1. Pour une
fibration X → P1, si l’on suppose que la fibre ge´ne´rique Xη/k(P1) admet un ze´ro-
cycle de degre´ 1, le principe de Hasse pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 vaut pour X.
On s’inte´resse seulement a` l’approximation faible.
The´ore`me 2.6. Soient π : X −→ P1 une fibration et Hil un sous-ensemble hilber-
tien ge´ne´ralise´ de P1. On suppose que
- l’indice de la fibre ge´ne´rique ind(Xη/K) = 1, ou` K = k(P
1),
- le groupe Br(Xη¯) est fini, le groupe PicXη¯ est sans torsion,
- pour tout point ferme´ θ ∈ Hil, l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a`
l’approximation faible pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur la fibre Xθ.
Alors l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a` l’approximation faible pour
les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X.
Si de plus on suppose que
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(H CH0) l’application CH0(Xv) −→ CH0(P1v) est un isomorphisme pour presque
toute place v ∈ Ωk, par exemple la fibre ge´ne´rique Xη est une k(P1)-varie´te´
rationnellement connexe,
alors l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a` l’approximation forte pour les
ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X.
De´monstration. On suit la strate´gie de la preuve du the´ore`me 4.3.1 de Harari [20].
D’apre`s la proposition 2.1, il existe un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ Hil0
tel que pour tout θ ∈ Hil0 l’application de spe´cialisation soit un isomorphisme de
groupes finis. On peut supposer que les fibres Xθ(θ ∈ Hil0) sont lisses ge´ome´trique-
ment inte`gres. Soit Λ = {A1, . . . , Ar} ⊂ Br(k(X)) un ensemble de repre´sentants du
groupe fini Br(Xη)/Br(k(P
1)). Les e´le´ments Aθ = spθ(A) ∈ Br(k(θ)(Xθ))(A ∈ Λ)
engendrent Br(Xθ)/Br(k(θ)) pour tout θ ∈ Hil0.
Par l’hypothe`se, il existe un ze´ro-cycle z0 de degre´ 1 sur Xη, on e´crit z0 =∑
j njRj(η) avec Kj = K(Rj(η)) le corps re´siduel du point Rj(η). On pose dj =
[K(Rj(η)) : K]. Il existe alors un ouvert non vide U de P
1, un morphisme e´tale fini
Zj −→ U de degre´ dj , ou` Zj est une sous-varie´te´ ferme´ inte`gre de X×P1 U de corps
des fonctions Kj pour chaque j.
Pour chaque i, on pose A′i =
∑
j njcoresKj/K(Ai(Rj(η))) ∈ Br(K). En rem-
plac¸ant Ai par Ai − A′i, on peut supposer que 〈Ai,
∑
j njRj(η)〉K = 0. Soit X0 un
ouvert non vide de X tel que Λ ⊂ Br(X0). En restreignant U, on peut supposer
que π|X0 : X0 −→ U est surjectif. On fixe N0 un point ferme´ de X0 de degre´ n0.
On choisit a un entier positif tel que les e´le´ments de Λ soient tue´s par a et tel que a
est un multiple de m (si l’on est en train de conside´rer l’approximation concernant
l’image dans CH0(−)/m).
On part d’une famille de ze´ro-cycles de degre´ 1, {zv}⊥Br(X), on va l’approxi-
mer aux places dans un sous-ensemble fini S ⊂ Ωk. Pour l’approximation forte,
on doit prendre S un sous-ensemble fini qui contient toutes les places telles que
CH0(Xv) −→ CH0(P1v) ne soit pas injective. On peut supposer que les supports
des zv sont dans X0 par le lemme de de´placement 1.1.
Le lemme formel (Lemme 1.6) dit qu’il existe un ensemble fini S′ de places de k
contenant S et il existe z′v ∈ Z0(X0v)(v ∈ S
′) de degre´ 1 avec z′v = zv(∀v ∈ S) tels
que ∑
v∈S′
invv(〈Ai, z
′
v〉v) = 0 pour tout Ai ∈ Λ.
Pour v ∈ S′, on e´crit z′v = z
+
v − z
−
v ou` z
+
v et z
−
v sont des ze´ro-cycles effectifs
a` supports distincts dans X0. On pose z
1
v = z
′
v + an0z
−
v = z
+
v + (an0 − 1)z
−
v ,
alors deg(z1v) ≡ 1(mod an0), 〈Ai, z
′
v〉v = 〈Ai, z
1
v〉v pour tout Ai ∈ Λ. On a aussi
que 〈Ai, aN0〉v = 0 car les Ai ∈ Λ sont tue´s par a. On ajoute un multiple positif
convenable de aN0 a` chaque z
1
v(v ∈ S
′) et trouve z2v de meˆme degre´ δ ≡ 1(mod an0)
pour v ∈ S′. On a 〈Ai, z1v〉v = 〈Ai, z
2
v〉v pour Ai ∈ Λ. Donc∑
v∈S′
invv(〈Ai, z
2
v〉v) = 0 pour tout Ai ∈ Λ.
D’apre`s le lemme de de´placement 1.2, il existe, pour v ∈ S′, un ze´ro-cycle effectif
z3v de degre´ δ a` support dans X0 tel que π∗(z
3
v) soit se´parable et tel que z
3
v soit
suffisamment proche de z2v. D’ou`∑
v∈S′
invv(〈Ai, z
3
v〉v) = 0 pour tout Ai ∈ Λ.
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Par le lemme 1.3, il existe un point ferme´ θ ∈ Hil′, ou` Hil′ est un sous-ensemble
hilbertien ge´ne´ralise´ contenu dans Hil∩Hil0 ∩U, tel que θ soit suffisamment proche
de π∗(z
3
v) pour toute v ∈ S
′.
Comme θ ×P1 P
1
v =
⊔
w|v,w∈Ωk(θ)
Spec(k(θ)w) pour v ∈ Ω, l’image de θ dans
Z0(P
1
v) s’e´crit comme θv =
∑
w|v,w∈Ωk(θ)
Pw ou` Pw = Spec(k(θ)w) est un point
ferme´ de P1v de corps re´siduel k(θ)w . Pour v ∈ S
′, θv est suffisamment proche de
π∗(z
3
v), ou` le ze´ro-cycle effectif se´parable π∗(z
3
v) est de la forme
∑
w|v,w∈Ωk(θ)
Qw
avec les Qw deux a` deux distincts. Alors k(θ)w = kv(Pw) = kv(Qw), Pw est suffi-
samment proche de Qw ∈ P1v(k(θ)w). D’ou` on sait que z
3
v =
∑
w|v,w∈Ωk(θ)
M0w avec
kv(M
0
w) = k(θ)w et M
0
w ∈ Xv(k(θ)w) se trouve dans la fibre au-dessus du point
ferme´ Qw. Le the´ore`me des fonctions implicites implique qu’il existe un k(θ)w-point
lisse Mw de Xθ ∩X0 suffisamment proche de M0w pour toute w ∈ S
′ ⊗k k(θ).
On a donc, pour Ai ∈ Λ,
∑
w∈S′⊗kk(θ)
invw(〈Ai,Mw〉w) =
∑
w∈S′⊗kk(θ)
invw(Ai(Mw))
=
∑
w∈S′⊗kk(θ)
invw(Ai(M
0
w)) =
∑
v∈S′
∑
w|v
invw(Ai(M
0
w))
=
∑
v∈S′
∑
w|v
invv(coresk(θ)w/kv (Ai(M
0
w))) =
∑
v∈S′
∑
w|v
invv(〈Ai,M
0
w〉v)
=
∑
v∈S′
invv(〈Ai, z
3
v〉v) = 0
- Pour v ∈ S′, on pose z4v =
∑
w∈Ωk(θ),w|v
Mw, c’est un ze´ro-cycle effectif de degre´
1 sur Xθ ×k kv. Vu comme un ze´ro-cycle (de degre´ δ) de Xv il est suffisamment
proche de z3v.
- Pour v /∈ S′ on pose z4v =
∑
j njRj(θv) :=
∑
j njRj(
∑
w∈Ωk(θ),w|v
Pw) =∑
w∈Ωk(θ),w|v
∑
j njRj(Pw), ou` la spe´cialisation Rj(Pw) = Zj ×U Pw est un ze´ro-
cycle effectif de degre´ dj dans la fibre XvPw . Alors Mw =
∑
j njRj(Pw) est un
ze´ro-cycle effectif de degre´ 1 dans la fibre XvPw . Comme 〈Ai,
∑
j njRj(η)〉K = 0,
on a 〈Ai,Mw〉w = 0, donc ∑
w∈(Ω\S′)⊗kk(θ)
invw(〈Ai,Mw〉w) = 0.
On arrive a` ∑
w∈Ωk(θ)
invw(〈Ai,Mw〉w) = 0, pour tout Ai ∈ Λ.
Pour chaque w ∈ Ωk(θ), Mw est un ze´ro-cycle effectif local de degre´ 1 sur la
k(θ)-varie´te´ Xθ, donc
∑
w∈Ωk(θ)
invw(〈Aiθ ,Mw〉w) = 0, pour tout Ai ∈ Λ.
Comme θ ∈ Hil0, les Aiθ engendrent le groupe Br(Xθ)/Br(k(θ)), on a donc
{Mw}w∈Ωk(θ)⊥Br(Xθ). Comme θ ∈ Hil, l’obstruction de Brauer-Manin est la seule
a` l’approximation faible pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur la fibre Xθ, il existe
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alors un ze´ro-cycle global z′m ∈ Z0(Xθ) de degre´ 1 (sur k(θ)), tel que pour toute
w|v ∈ S′, z′m et z
4
v ont la meˆme image dans CH0(XvPw)/m. Donc z
′
m ∈ Z0(X) est
de degre´ δ ≡ 1(mod an0), alors zm = z′m−
δ−1
n0
N0 est un ze´ro-cycle global de degre´
1. En notant que δ−1n0 est un multiple de a (a fortiori de m), a` l’aide du lemme 1.8
de Wittenberg [36], on ve´rifie que les ze´ro-cycles z = zm et zv ont la meˆme image
dans CH0(Xv)/m pour toute v ∈ S. 
2.4. Quelques remarques sur cette section.
Remarque 2.7. Comme indique´ par Harari dans [22], dans cette section, on peut
conside´rer l’obstruction de Brauer-Manin associe´e a` un certain sous-groupe, ce sera
plus flexible. Soit B un sous-groupe de Br(Xη) contenant l’image de Br(k(P
1))
tel que B/Br(k(P1)) soit fini. Pour presque tout point ferme´ θ de P1, la fle`che de
spe´cialisation spBθ : B/Br(k(P
1))→ Br(Xθ)/Br(k(θ)) est bien de´finie, on pose Bθ
l’image de B. Si sur la fibre Xθ(θ ∈ Hil) l’obstruction de Brauer-Manin associe´e
au sous-groupe Bθ est la seule, on peut conclure sans difficulte´ que l’obstruction
associe´e au sous-groupe B ∩ Br(X) est la seule sur X. En particulier, si le groupe
Br(Xη¯) est fini et le groupe PicXη¯ est sans torsion, le groupe Br(Xη)/Br(k(P
1))
est alors un groupe fini, en prenant B = Br(Xη), on rentre (via la proposition 2.1)
dans le cadre des the´ore`mes principaux 2.5, 2.6.
Remarque 2.8. Concernant l’hypothe`se arithme´tique suppose´e dans §2, en pratique,
on ve´rifie souvent que l’obstruction de Brauer-Manin est la seule sur la fibre Xθ
pour tout θ dans un ouvert non vide (au lieu d’un certain sous-ensemble hilbertien
ge´ne´ralise´) de la base. Cependant, meˆme si l’on suppose cette hypothe`se pour les θ
dans un ouvert non vide, les preuves ne deviennent pas plus simples, parce que la
proposition 2.1 est valable seulement pour les θ ∈ Hil.
3. Fibrations au-dessus de Pn
Le the´ore`me 2.5 nous permet de de´montrer par re´currence des re´sultats sur une
fibration au-dessus de l’espace projectif Pn ou une base un peu plus ge´ne´rale.
D’abord, on fait la remarque suivante, qui est souvent utilise´e dans cette section :
comme le groupe de Chow des ze´ro-cycles et le groupe de Brauer sont des invariants
birationnels pour les varie´te´s propres lisses ([16], Exemple 16.1.11, et [19], III §7),
d’apre`s la fonctorialite´ de l’accouplement de Brauer-Manin, la proprie´te´ que l’obs-
truction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp. a` l’approximation
faible/forte) pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 est aussi birationnellement invariante
pour les varie´te´s propres lisses.
Fibrations au-dessus de Pn
On conside`re une varie´te´ X projective lisse et ge´ome´triquement inte`gre sur un
corps de nombre k. On suppose que X admet un morphisme dominant π : X →
Pn1 × . . . × Pnr a` fibre ge´ne´rique Xη (lisse) ge´ome´triquement inte`gre. On de´finit
le lieu de´ge´ne´re´ D comme l’ensemble des points (sche´matiques) P au-dessus des-
quels la fibre XP n’est pas ge´ome´triquement inte`gre. Comme le point ge´ne´rique η
de X n’appartient pas a` l’ensemble constructible D, la codimension codim(D) de
l’adhe´rence de Zariski D dans Pn1 × . . .×Pnr est au moins 1. Dans le the´ore`me 3.1
ci-dessous on va supposer que codim(D) > 2, cependant, dans les the´ore`mes 3.3,
3.5, d’autres hypothe`ses sur les fibres sont faites.
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3.1. Cas ou` les fibres sont ge´ome´triquement inte`gres. Dans le the´ore`me
suivant, le cas ou` n = 1 est exactement le the´ore`me 2.5.
The´ore`me 3.1. Soit π : X → Pn1×. . .×Pnr une fibration sur un corps de nombres
k avec X une varie´te´ projective lisse et ge´ome´triquement inte`gre. On suppose que
Br(Xη¯) est fini et Pic(Xη¯) est sans torsion, ou` Xη est la fibre ge´ne´rique de π.
Supposons que codim(D) > 2.
On fait l’hypothe`se qu’il existe un ouvert non vide U de Pn1 × . . .× Pnr tel que
pour tout point ferme´ θ ∈ U on ait respectivement
(i) l’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse pour les
points rationnels ou pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur Xθ;
(ii) l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a` l’approximation faible pour les
points rationnels ou pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur Xθ;
(iii) la condition (ii) et de plus Xη est rationnellement connexe.
Alors, pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X, l’obstruction de Brauer-Manin est
la seule
(i) au principe de Hasse ;
(ii) a` l’approximation faible ;
(iii) a` l’approximation forte.
De´monstration. E´tape 1. Le cas ou` la base est P1 a e´te´ montre´ dans le the´ore`me
2.5.
E´tape 2. Montrons le the´ore`me avec la base Pn par re´currence sur n, cette ide´e
a e´te´ utilise´e par Harari dans [22], et par Wittenberg dans [37], pour la question
sur les points rationnels. On utilise une variante de cette me´thode, dans l’argument
suivant le roˆle du the´ore`me 2.5 y est crucial.
A` partir de maintenant, on fixe un entier n > 2, et on admet le the´ore`me pour
Pn−1. En restreignant l’ouvert U dans l’hypothe`se du the´ore`me si ne´cessaire, on
peut supposer que toute fibre Xθ au-dessus d’un point sche´matique θ de U est
non vide, projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre, et rationnellement connexe si
Xηn est suppose´e rationnellement connexe ([23], 3.11). D’apre`s la discussion au
de´but de §2.1, on peut aussi supposer que Br(Xθ¯) est fini et Pic(Xθ¯) est sans
torsion. De plus, on peut supposer que D ∩ U = ∅. On fixe un sous-espace line´aire
O ≃ Pn−2k de P
n tel que son point ge´ne´rique soit dans U (par convention, P0 est
un point k-rationnel), et on fixe un sous-espace line´aire L ≃ P1 de Pn disjoint de
O. On de´finit l’application rationnelle g′ : Pn 99K L ≃ P1 comme la projection de
centre O dans Pn, d’ou` on obtient un morphisme g : ∆→ P1 tel que g = g′ ◦ ǫ avec
ǫ : ∆→ Pn l’e´clatement de Pn de centre O. La varie´te´ X ′ = X×Pn∆ est projective,
ge´ome´triquement inte`gre, et birationnelle a` la varie´te´ X. Si n = 2, la varie´te´ X ′ est
lisse, car les lieux de singularite´ de π et de ǫ ne se rencontrent pas, mais ce n’est pas
toujours le cas si n > 2. Afin de simplifier les notations, on suppose pour l’instant
que X ′ est une varie´te´ lisse, a` la fin de l’e´tape 2, on explique comment completer
l’argument sans cette hypothe`se supple´mentaire. D’apre`s la remarque au de´but de
cette section, on se rame`ne a` de´montrer que l’obstruction de Brauer-Manin est la
seule pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X ′.
On va appliquer le the´ore`me 2.5 a` la fibration g◦π′ : X ′ → P1, ou` π′ : X ′ → ∆ est
la projection naturelle, on ve´rifie toutes les hypothe`ses comme suit. Pour tout point
sche´matique θ ∈ P1, la fibre ∆θ est isomorphe a` l’espace projectif Pn−1 sur k(θ),
son point ge´ne´rique η(∆θ) est contenu dans l’ouvert ǫ
−1(U) ⊂ ∆ par construction.
La fibre de π′ : X ′ → ∆ au-dessus du point η(∆θ) est alors projective, lisse,
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ge´ome´triquement inte`gre et satisfait les conditions sur le groupe de Picard et sur le
groupe de Brauer. Le morphisme π′θ : X
′
θ → ∆θ ≃ P
n−1
k(θ) est donc dominant a` fibre
ge´ne´rique ge´ome´triquement inte`gre (et rationnellement connexe si Xηn est suppose´e
rationnellement connexe), il satisfait aussi les conditions sur le groupe de Picard et
sur le groupe de Brauer. Pour tout point sche´matique θ, la k(θ)-varie´te´X ′θ elle-meˆme
est alors ge´ome´triquement inte`gre sur k(θ) (car k(θ) est alge´briquement ferme´ dans
k(θ)(∆θ) qui est alge´briquement ferme´ dans k(θ)(X
′
θ)) ; et elle est rationnellement
connexe d’apre`s un re´sultat de Graber/Harris/Starr [18, Corollaire 1.3] une fois
que Xηn est suppose´e rationnellement connexe. En particulier, pour θ = η1 le point
ge´ne´rique de la base P1, les hypothe`ses sur la fibration g◦π′ : X ′ → P1 que Pic(X ′η¯1)
est sans torsion, que Br(X ′η¯1 ) est fini, et (H CH0) sont ve´rifie´es, cf. la proposition
1.5. D’apre`s le the´ore`me de Bertini, pour presque tout point ferme´ θ ∈ P1, la fibre
g−1(θ) = ∆θ et ǫ
−1(D) se rencontrent transversalement, et de plus la fibre X ′θ est
une varie´te´ lisse (on rappelle queX ′ est lisse). Pour ces points ferme´s θ, on conside`re
π′θ : X
′
θ → ∆θ ≃ P
n−1
k(θ) . Toute fibre au-dessus d’un point ferme´ de l’ouvert non vide
∆θ ∩ ǫ−1(U \ {O}) ⊂ ∆θ ve´rifie le principe de Hasse (resp. l’approximation faible).
Le lieu de de´ge´ne´re´ D ∩ ∆θ reste de codimension au moins 2 dans ∆θ ≃ P
n−1
k(θ) .
D’apre`s l’hypothe`se de re´currence, l’obstruction de Brauer-Manin est la seule pour
les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X ′θ pour ces points ferme´s θ. On arrive ’a la conclusion
pour le cas ou` la base est Pn d’apre`s le the´ore`me 2.5.
Ge´ne´ralement X ′ n’est pas une varie´te´ lisse. Notons que X → Pn est lisse au-
dessus de U ⊂ Pn, l’ouvert X ′ ×∆ ǫ
−1(U) ⊂ X ′ est alors lisse, de plus l’ouvert
X ′×∆ǫ−1(Pn\O) ⊂ X ′ est aussi lisse car il est isomorphe a` l’ouvertX×Pn (Pn\O) ⊂
X. D’apre`s Hironaka, il existe un morphisme birationnel σ : X ′′ → X ′ tel que X ′′
soit une varie´te´ lisse, et de plus les diffe´rences entre X ′′ et X ′ se trouvent au-dessus
du ferme´ O ∩ (P \ U), ce dernier ferme´ est de dimension au plus n − 3. On fait
le meˆme argument avec X ′′ au lieu de X ′. Notons que, en dehors d’un ferme´ de
∆θ ≃ P
n−1
k(θ) de codimension au moins (n− 1)− (n− 3) = 2, les fibres de X
′′
θ → ∆θ
et de X ′θ → ∆θ sont les meˆmes. Le the´ore`me 2.5 s’applique e´galement a` la fibration
X ′′ → P1, l’argument fonctionne alors.
E´tape 3.Montrons ici seulement le cas ou` la base est Ps×Pt, on peut le ge´ne´raliser
sans difficulte´ au cas ou` la base est Pn1 × . . .× Pnr par re´currence.
On note p : Ps ×k Pt → Ps la projection sur le premier facteur. On va appliquer
le the´ore`me pour la fibration p◦π : X → Ps, on ve´rifie toutes les hypothe`ses comme
suit. On note Ds le lieu de´ge´ne´re´ de P
s. Pour tout point sche´matique θ ∈ Ps, la fibre
Xθ admet un morphisme πθ : Xθ → p−1(θ) = θ ×k Pt. Comme codim(D) > 2, si
θ ∈ Ps est de codimension 0 ou 1, le point ge´ne´rique de p−1(θ) n’est pas contenu dans
D. La fibre ge´ne´rique de πθ est alors ge´ome´triquement inte`gre, d’ou`, en regardant
leurs corps des fonctions, Xθ est ge´ome´triquement inte`gre sur k(θ). Autrement dit,
θ n’appartient pas a` Ds, donc codim(Ds) > 2.
De plus, soit ηs le point ge´ne´rique de la base P
s, la fibre ge´ne´rique de πηs : Xηs →
ηs×kPt est exactement la fibre ge´ne´rique Xη de π, alors les conditions sur le groupe
de Picard et sur le groupe de Brauer sont satisfaites. De plus, une fois que Xη est
suppose´e rationnellement connexe, d’apre`s un re´sultat de Graber/Harris/Starr [18,
Corollaire 1.3], Xηs est une varie´te´ rationnellement connexe sur k(ηs).
Afin de conclure, il reste a` ve´rifier que
(⋆) il existe un ouvert non vide Us de P
s tel que l’obstruction de Brauer-Manin soit
la seule pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur Xθ pour tout point ferme´ θ ∈ Us.
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A` la fibration πθ : Xθ → p−1(θ) ≃ Ptk(θ)(θ ∈ Us), on va appliquer encore une
fois ce the´ore`me pour obtenir (⋆). Ve´rifions les hypothe`ses sur Xθ → p−1(θ) comme
suit.
Par le the´ore`me de Bertini, il existe un ouvert non vide Us de P
s, tel que pour
tout point ferme´ θ ∈ Us la fibre Xθ soit une k(θ)-varie´te´ lisse, et tel que p−1(θ) et
D se rencontrent transversalement, d’ou` p−1(θ)∩D reste de codimension au moins
2 dans p−1(θ) ≃ Ptk(θ).
Quitte a` restreindre l’ouvert non vide U ⊂ Ps×k P
t mentionne´ dans l’hypothe`se,
on peut supposer que toute fibre au-dessus d’un point sche´matique de U est lisse
et ge´ome´triquement inte`gre (et rationnellement connexe si Xη est suppose´e ration-
nellement connexe), de plus les conditions sur le groupe de Picard et sur le groupe
de Brauer sont satisfaites. Quitte a` restreindre Us, on peut supposer que pour tout
point ferme´ θ ∈ Us, Uθ = U ∩ p−1(θ) est un ouvert non vide de p−1(θ). Donc le
point ge´ne´rique de p−1(θ) = θ × Pt dans Ps × Pt appartient a` U, la fibre ge´ne´-
rique de πθ : Xθ → p−1(θ) est alors ge´ome´triquement inte`gre (et rationnellement
connexe si Xη est suppose´e rationnellement connexe), par conse´quent Xθ est aussi
ge´ome´triquement inte`gre sur k(θ) pour tout point ferme´ θ ∈ Us. De plus, on sait
que toute fibre de πθ : Xθ → p−1(θ) au-dessus d’un point ferme´ de Uθ satisfait
alors l’hypothe`se arithme´tique : l’obstruction de Brauer-Manin est la seule pour les
points rationnels ou pour les ze´ro-cycles de degre´ 1. Ceci nous permet d’appliquer
ce the´ore`me a` chaque fibration πθ : Xθ → p−1(θ) ≃ Ptk(θ)(θ ∈ Us) et obtenir (⋆),
qui comple`te la preuve. 
Remarque 3.2. Comme indique´ dans la remarque 2.7, on peut e´galement de´montrer
un e´nonce´ similaire avec un sous-groupe B ⊂ Br(Xη) (satisfaisant une condition
sur la finitude). Pour ceci, on doit adapter cet argument de la re´currence avec un
controˆle de B, voir §3 de l’article de Harari [22] pour plus de de´tails. En particulier,
si Br(Xη¯) est fini et si Pic(Xη¯) est sans torsions, en prenant B = Br(Xη) on rentre
dans le cadre du the´ore`me. Dans le meˆme article, Harari a adapte´ l’argument de
la re´currence avec un sous-ensemble hilbertien. Autrement dit, la meˆme conclusion
reste valable si l’on remplace l’ouvert U dans l’hypothe`se par un sous-ensemble
hilbertien ge´ne´ralise´ Hil graˆce au the´ore`me 2.5 applique´ a` l’e´tape n = 1.
3.2. Cas ou` la fibre ge´ne´rique admet un ze´ro-cycle de degre´ 1. En com-
parant avec le the´ore`me 3.1, si au lieu de supposer la condition sur codim(D), on
suppose que la fibre ge´ne´rique contient un ze´ro-cycle de degre´ 1, on a le re´sultat
similaire suivant. Dans ce cas-la`, seulement l’approximation faible/forte est inte´res-
sante, le principe de Hasse vaut automatiquement pour les ze´ro-cycles de degre´ 1.
Le cas ou` la base Y est la droite projective est exactement le the´ore`me 2.6.
The´ore`me 3.3. Soit π : X → Y une fibration sur un corps de nombres k avec
X une varie´te´ projective lisse et ge´ome´triquement inte`gre et Y une varie´te´ k-
rationnelle de dimension au moins 1 (i.e. son corps des fonctions est purement
transcendant sur k). On suppose que Br(Xη¯) est fini et Pic(Xη¯) est sans torsion,
ou` Xη est la fibre ge´ne´rique de π.
Supposons que ind(Xη/k(η)) = 1.
On fait l’hypothe`se qu’il existe un ouvert non vide U de Y tel que pour tout
point ferme´ θ ∈ U on ait : sur Xθ l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a`
l’approximation faible pour les ze´ro-cycles de degre´ 1.
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Alors, l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a` l’approximation faible pour
les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X.
Si de plus Xη est rationnellement connexe, on a la meˆme conclusion pour l’ap-
proximation forte.
De´monstration. Tout d’abord, on se rame`ne au cas ou` Y = Pn pour un certain
n > 1. En fait, il existe un ouvert non vide U1 (resp. U2) de Y (resp. de P
n ou`
n = dim(Y ) > 1), et un isomorphisme U1
≃
→ U2. D’apre`s Nagata et Hironaka, il
existe une compactification π′ : X ′ → Pn du morphisme non propre X ×Y U1 →
U1 ≃ U2 → Pn telle que X ′ est une varie´te´ re´gulie`re. Les varie´te´s X ′ et X sont
birationnellement e´quivalentes, les fibres ge´ne´riques de π et de π′ s’identifient, il
donc suffit de de´montrer le the´ore`me pour le cas ou` Y = Pn.
Le cas ou` n = 1 est le the´ore`me 2.6. La me´thode de la re´currence de la preuve du
the´ore`me 3.1 fonctionne. En fait, on peut choisir l’ouvert non vide U de Pn tel que
de plus toute fibre au-dessus d’un point sche´matique de U soit d’indice 1 d’apre`s
le meˆme argument que le paragraphe 2.1, la fibre ge´ne´rique de π′θ : X
′
θ → ∆θ est
donc d’indice 1 pour tout point ferme´ θ de la base P1. On conclut en appliquant le
the´ore`me 2.5(ii)(iii) a` la fibration g ◦ π′ : X ′ → P1. 
Remarque 3.4. (i) La meˆme remarque que la remarque 3.2 s’applique.
(ii) Harari a montre´ sans faire la re´currence un e´nonce´ analogue pour les points
rationnels avec une base plus ge´ne´rale qu’une varie´te´ k-rationnelle, [20, The´ore`me
4.3.1]. Mais sa me´thode ne fonctionne pas pour les ze´ro-cycles.
3.3. Cas ou` toute fibre est abe´lienne-scinde´e. Dans le the´ore`me suivant, le
cas ou` n = 1 est montre´ par Colliot-The´le`ne/Skorobogatov/Swinnerton-Dyer dans
[10, The´ore`me 4.1]. Le cas ge´ne´ral est mentionne´ par Wittenberg dans la premie`re
remarque de la page 135 de [37], on confirme cette remarque a` l’aide du the´ore`me
3.1.
The´ore`me 3.5. Soit π : X → Pn une fibration sur un corps de nombres k avec X
une varie´te´ projective lisse et ge´ome´triquement inte`gre. On suppose que Br(Xη¯n)
est fini et Pic(Xη¯n) est sans torsion, ou` Xηn est la fibre ge´ne´rique de π.
On fait l’hypothe`se
(Abe´lienne-Scinde´e) pour tout point θ ∈ Pn de codimension 1, il existe une
composante irre´ductible Y de la fibre Xθ de multiplicite´ 1 telle que la fermeture
alge´brique de k(θ) dans le corps de fonctions de Y est une extension abe´lienne de
k(θ).
Supposons qu’il existe un ouvert non vide U de Pn tel que pour tout point ferme´
θ ∈ U, la fibre Xθ satisfait respectivement
(i) le principe de Hasse pour les points rationnels ou pour les ze´ro-cycles de degre´
1;
(ii) l’approximation faible pour les points rationnels ou pour les ze´ro-cycles de
degre´ 1;
(iii) la condition (ii) et de plus Xηn est rationnellement connexe.
Alors, pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X, respectivement l’obstruction de
Brauer-Manin est la seule
(i) au principe de Hasse ;
(ii) a` l’approximation faible ;
(iii) a` l’approximation forte.
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De´monstration. On reprend la preuve du the´ore`me 3.4 de Wittenberg [37], il suffit
de remplacer le the´ore`me 3.25 de [37] ([22, The´ore`me 1]), dont on prend B un
sous-groupe fini engendrant Br(Xηn) modulo Br(k(ηn)), par sa version pour les
ze´ro-cycle : le the´ore`me 3.1 ci-dessus. 
4. Quelques applications
Fibre´s en varie´te´s de Severi-Brauer/en coniques
Un fibre´ en varie´te´s de Severi-Brauer est un morphisme dominant X → Y dont
la fibre ge´ne´rique est une varie´te´ de Severi-Brauer de´finie sur le corps de fonctions
k(Y ). Un tel fibre´ satisfait l’hypothe`se (Abe´lienne-Scinde´e), cf. la preuve du
corollaire 3.6 de [37, pages 117-118].
Il re´sulte du the´ore`me 3.5 la conse´quence suivante.
Corollaire 4.1. L’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse
et a` l’approximation forte pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur toute varie´te´ propre
lisse et ge´ome´triquement inte`gre birationnellement e´quivalente a` un fibre´ en varie´te´s
de Severi-Brauer (en particulier, fibre´ en coniques) au-dessus de l’espace projectif
sur un corps de nombres.
La premie`re e´tude du principe de Hasse pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur un fi-
bre´ en coniques au-dessus de P1 est due a` Salberger [32], il montre que s’il existe des
ze´ro-cycles de degre´ 1 localement partout avec le groupe de Brauer alge´brique nul, il
existe un ze´ro-cycle de degre´ 1 global. Le cas d’un fibre´ en varie´te´s de Severi-Brauer
au-dessus de P1 est montre´ par Colliot-The´le`ne/Swinnerton-Dyer dans [11]. Il est
ge´ne´ralise´ ensuite par Colliot-The´le`ne/Skorobogatov/Swinnerton-Dyer [10], Fros-
sard [15], Wittenberg [36]. D’autre part, la proposition analogue pour les points
rationnels est e´tablie par Wittenberg dans [37], Corollaire 3.6, en admettant l’hy-
pothe`se de Schinzel.
Fibre´s en surfaces de Chaˆtelet
Un fibre´ en surfaces de Chaˆtelet au-dessus de Pn est une varie´te´ projective lisse
et ge´ome´triquement inte`gre X munie d’un morphisme dominant X → Pn a` fibre
ge´ne´rique une surface de Chaˆtelet.
Corollaire 4.2. L’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse
et a` l’approximation forte pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur tout fibre´ en surfaces
de Chaˆtelet au-dessus de l’espace projectif sur un corps de nombres.
De´monstration. La fibre ge´ne´rique Xη est de´finie par une e´quation (affine) y
2 −
at1,...,tnz
2 = Pt1,...,tn(x) ou` at1,...,tn ∈ k(t1, . . . , tn)
∗ et Pt1,...,tn(x) ∈ k(t1, . . . , tn)[x]
est un polynoˆme. La varie´te´ X peut-eˆtre vue comme un fibre´ en coniques au-dessus
de Pn+1 via les coordonne´es (t1, . . . , tn;x) ∈ P
n × P1 a` e´quivalence birationnelle
pre`s. Pour conclure, on applique 3.5. 
L’obstruction de Brauer-Manin pour les points rationnels sur certains fibre´s en
surfaces de Chaˆtelet au-dessus de Pn est discute´e par Harari dans [21], Proposition
4.2.1. Dans [21], on suppose que le lieu de´ge´ne´re´ D (de´fini au de´but de la section
3) est de codimension au moins 2, ici on n’a pas besoin de cette hypothe`se.
Concernant les fibre´s en surfaces de Chaˆtelet au-dessus d’une courbe de genre
positif, Poonen a trouve´ un tel fibre´ tel que l’obstruction de Brauer-Manin au
principe de Hasse n’est pas la seule pour les points rationnels, [30]. Cependant,
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l’existence d’un ze´ro-cycle global de degre´ 1 sur le solide de Poonen a e´te´ montre´e
par Colliot-The´le`ne [8].
Fibre´s en espaces homoge`nes
Comme application, on conside`re la question propose´e par Colliot-The´le`ne a` la fin
de [3]. Soit X −→ P1 une fibration dont la fibre ge´ne´rique est une compactification
lisse d’un espace homoge`ne d’un groupe alge´brique line´aire connexe. On demande si
l’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse/a` l’approximation
faible pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 (resp. points rationnels) sur X.
Proposition 4.3. Soit π : X −→ P1 une fibration dont la fibre ge´ne´rique Xη est
une compactification lisse d’un espace homoge`ne Y d’un groupe alge´brique re´ductif
connexe G sur k(P1). On suppose que toute fibre de π contient une composante
irre´ductible de multiplicite´ un qui est ge´ome´triquement inte`gre. On fait une des
hypothe`ses suivantes
(1) le stabilisateur d’un point ge´ome´trique de Y est connexe,
(2) G est un groupe simplement connexe, et le stabilisateur d’un point ge´ome´-
trique de Y est abe´lien,
Alors l’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse/a` l’ap-
proximation forte pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 (resp. au principe de Hasse/a`
l’approximation faible pour les points rationnels).
De´monstration. En notant le re´sultat principal (Corollaire 2.5) de Borovoi [1], l’as-
sertion re´sulte du the´ore`me 2.5 pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 (resp. the´ore`me 4.3.1
de Harari [20] pour les points rationnels). En fait, la fibre ge´ne´rique Xη est ge´ome´-
triquement unirationnelle, car le groupe re´ductif G est une varie´te´ unirationnelle,
elle satisfait alors toutes les hypothe`ses du the´ore`me 2.5 (resp. the´ore`me 4.3.1 de
[20]). 
Remarque 4.4. L’hypothe`se, que toute fibre de la fibration contient une composante
irre´ductible de multiplicite´ un qui est ge´ome´triquement inte`gre, est assez forte. Si
l’on suppose seulement que toute fibre de la fibration contient une composante ir-
re´ductible de multiplicite´ un, le proble`me devient beaucoup plus difficile, les fibres
de´ge´ne´re´es entraˆınent de grosses difficulte´s, cf. [4] pour connaˆıtre l’histoire concer-
nant cette difficulte´. Par ailleurs, si l’on suppose que la fibre ge´ne´rique admet un
ze´ro-cycle de degre´ 1 (resp. un k(P1)-point), l’existence des fibres de´ge´ne´re´es est
permise, on a e´galement une proposition analogue en appliquant le the´ore`me 2.6,
dans ce cas, seule l’approximation faible/forte est inte´ressante.
Hypersurfaces cubiques
La me´thode des fibrations applique´e aux proble`mes arithme´tiques sur les hyper-
surfaces a e´te´ discute´e par Harari dans §5.2 de [20]. En remplac¸ant les the´ore`mes
4.2.1 et 4.3.1 de [20] par les the´ore`mes 2.5 et 2.6, on a un analogue pour les ze´ro-
cycles de degre´ 1 de presque tous ces re´sultats. On laisse le lecteur ve´rifier les
de´tails : il faut ve´rifier l’irre´ductibilite´ ge´ome´trique de la fibre au point infini ∞ de
la base P1 quand on applique le the´ore`me 2.5. Par exemple, on a l’e´nonce´ suivant.
Proposition 4.5. Soit X une hypersurface cubique lisse de dimension au moins
3. Si la conjecture que l’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de
Hasse (resp. a` l’approximation faible) pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur les surfaces
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cubiques lisses est vraie, alors X satisfait le principe de Hasse (resp. l’approximation
faible) pour les ze´ro-cycles de degre´ 1.
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